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12183 Keine Ahnung: Parabel durch gegebene Punkte 2

1 Grundlagen

Du solltest wissen, dass diese Gleichungen Parabeln darstellen:
y =x° y=2x*-8 y==+x>-4x+5
Die allgemeine Form eine Parabelgleichung kann man so darstellen:
y=a-x2+b-x+c (1)
Dabei darf a nicht 0 sein, sonst stellt die Gleichung keine Parabel dar. b und ¢ kdnnen beliabig#

Zahlen sein, auch 0.

Eine wichtige Aufgabe ist es, Kurven zu finden, die durch gegebene Punkte gehen.
Wenn man eine Parabel sucht, ist das Ziel eine Gleichung der Form (1).

In dieser Gleichung stehen drei unbekannte Koeffizienten (so nennt man die Zati'en in der Gleichung),
also a, b und c. Um drei Unbekannte eindeutig bestimmen zu kénnen, sraucht man drei
Gleichungen. Es gibt Ausnahmen, auf die spater hinweise. Eine solchexGleichung entsteht dabei,
wenn man einen Punkt, der auf der Parabel liegen soll, in die Gleictiuhg (1) einsetzt.

Also wird klar, dass man (bis auf Ausnahmen) drei Punkte ben#iat, um drei Gleichungen zu
erzeugen, deren Lésung die Koeffizienten der Parabelgleichung'sind.

Ich will schon auf die Ausnahme hinweisen: Wenn magi=droi Punkte vorgibt, die auf einer Geraden
liegen, wird die Suche nach einer Parabel schief gehuiw:1.h. das Gleichungssystem wird uns keine

brauchbare Lésung liefern. Dazu folgt spater ein brispiel.

Wir wollen jetzt gemeinsam 4 Parabeln besfiimmen, zu denen wir je drei Punkte vorgeben.
Wenn du das Verfahren schon kennst; verauciie es bitte, bevor du meine Lésung anschaust.

Stelle di¢ Girichung einer Parabel auf, die durch drei gegebene Punkte geht.

Aufgabe:

Kannst dusauch noch eine Zeichnung dazu anfertigen?

(@) A(—3!1), B(—2|4), C(—4|—4)
o (-115), B(2]2), c(314)
(c) P1(2|1);P2(1|_%);P3 (-2|-7)

@ A(1l-2), B(2]1), c(-21-3)
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12183 Keine Ahnung: Parabel durch gegebene Punkte 3

Hier die Losungen

Eine nach oben oder unten gedtffnete Parabel K hat eine Gleichung der Form y = ax’ +bx+c.

Darin sind die Koeffizienten a, b und ¢ jetzt noch Unbekannte. Indem wir unsere drei Parabelpunkte
in diese allgemeine Gleichung einsetzen (fir x und y) erhalten wir drei Gleichungen mit den drei

unbekannten Koeffizienten a, b und c: @ /\ )
B

a) AeK: also 1= 9a-3b+c (1) N )
BeK: also 4= 4a-2b+c ) / : \\
CEK: aISO —4=168—4b+C (3) B f3 & 1 0 1\: .

Es gibt verschiedene Lésungsverfahren fir so ein Gleichungssystem. ‘ I/ _’ \

Hier empfehle und zeige ich das Subtraktionsverfahren. C /c 4 \

J

Das Gleichungssystem hat ndmlich ein Merkmal, das man erkennen mug¢s:

Jeder Gleichung hat am Ende +c stehen. Dies fallt c weg, wenn mantdiz Gleichungen voneinander
subtrahiert. Durch zweimaliges Subtrahieren von zwei dieser drei Gleiciaungen zwei neue
Gleichungen, erhalt man zwei Gleichungen in denen nur noch die Unke vannten a und b stehen.

Man nennt dies ,c eliminieren®. Ich mache das jetzt.

Fir die Elimination von ¢ hat man bereits mehrere Mdoglichkeiter::

Versuchen wir es zuerst so: aler dann so:
(1) —(2): -3= bal-b 4) ) —(2): -3=5a|-b (4)
(2) - (3): 8=-12a |+2b (5) (3)-(1): -5=7a|-b (5)

Um zu entscheiden, welches die bessere Variante ist, mussen wir den nachsten Schritt kennen.
Wir haben zuerst ¢ eliminiert und damit das Sy:stem reduziert auf 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten
a und b. Nun soll noch a oder b elim.ierwerden. In der rechts stehenden Variante fallt b sofort weg,

wenn wir die Gleichungen (4') uriy(5') subtrahieren, denn in beiden Gleichungen steht ,-b“.
Das klappt mit der linken Variami =arst nach weiteren Umformungen.
Also rechne ich rechts wzite: %nil eliminiere b durch Subtraktion (5') - (4')
(-5)-("3)=7a-5a bzw. —-2=2a unddaraus folgt a=-1.
Vielleicht fragt sich/denLeser, warum ich (5') — (4') gerechnet habe und nicht (4') - (5'):
Weil bei dieser_/aiiante das entstanden ware:
(-3)-(-5)=5a-7a bzw. 2=-2a.

Daraws algematirlich auch a=-1, aber ,-2a“ ,gefallt* mir weniger gut als ,2a“. Egal !

Nun fehlt noch b. Durch Einsetzen von a = -1in (4) folgt -3 = 5.[-1-b

d.h. -3=-5-b |+5 Additionvon5 fihrtzu 2=-b bzw.b=-2
Nun fehlt noch c. Diese Unbekannte erhalt man, wenn manaund b in z. B. (2) ersetzt:

4=-4+4+c = c=4

Ergebnis: y=—x-2x+4
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12183 Keine Ahnung: Parabel durch gegebene Punkte

Welche Gleichung hat die Parabel durch die Punkte A(-1[5), B(2]2), C(3]4) ?’

Losung

Ansatz fir die Gleichung der Parabel K: y = ax> +bx +c

Durch Einsetzen der Punktkoordinaten von A, B und C entstehen drei Gleichungen:

AeK: also 5=a-b+c (1)
BeK: also 2=4a+2b+c (2)
CeK: also 4=9a+3b+c | (3)
Elimination von ¢ (3) - (2): 2=5a+ @ (4)
2)-(1): -3=3a+3b (5)
Damit bei der Subtraktion b wegfallt rechnet man in (5): |2
“1=a+|b] (6)
(4) - (6): 3=4a
. 3
Also: a=-=
ain (6): b=-1-a=-1-%
b--F
aund bin (1): c=5-a+b=5-%-L
Ergebnis: y==23-Zx+% - . :

Ich zeige noch einen z:x<2it2n Losungsweg:

Elimination von< (1) - (2): 3=-3a-3b (4) |:3

(1) - (3): 1=-8a-4b (5) | 4
Damit bei de: Subtraktion b wegfallt muss ich zuerst beide Gleichungen anpassen.
Ich divigicre (+) durch (-3) und (5) durch (-4):

Aus (4) folgt damit 1=-a-[b] (6)
Aus (5) folgt damit +=-2a —]E (7)
Jetzt eliminiert man b durch (6) — (7): 2-a = a=2
a in (6) ergibt denn: 1=—2-b & L=-b = b=-L
aundbin (1): c=5-a+b=5-+-L also c=%

Dieser Weg ist anfalliger flir Rechenfehler, es kommen mehr Minuszeichen vor.
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12183 Keine Ahnung: Parabel durch gegebene Punkte 5

C) | Wirkennen von einer Parabel drei Punkte: P,(2[1);P, (1]-3);P,(-2|-7).

Berechne ihre Gleichung.

Losung
Allgemeine Parabelgleichung: K: y = ax’ +bx+c
Punktprobe fiir P, (2]1) : 1=4a+2b+c 1)
Punktprobe fir P, (1] -%): ~2=a+b+c 2)
Punktprobe fiir P, (-2|-7) —7=4a-2b+c | (3)

Dieses Gleichungssystem enthilt eine Besonderheit:

Man muss erkennen, dass beim Subtrahieren der Gleichungen (1) uhd” (3)

aund ¢ wegfallen: (1) - (3): 8=4b = |b= ’)'

Addiert man (1) und (3), fallt b weg: —-6=8a+2c | 22
-3=4a+c 4)

Setzt man b =2 in(2) ein, erhalt man: ~2=a+2+¢

bzw. 2 =00 (5)

Mit (4) und (5) besitzt man zwei Gleichungei:it: die Koeffizienten a und c.

Durch Subtraktion fallt c weg:  (4) - (5): @3 =3a = a=1

Setzt man dies in (5) ein, folgt c: - +¢c => c=-2-_5

N

N|—=

|
Ergebnis: y :%xz +2x—5I
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12183 Keine Ahnung: Parabel durch gegebene Punkte 6

d) Gegeben sind die Punkte A, B. C der Parabel K durch
A(11-2), B(211), c(-21-3).

Stelle die Parabelgleichung auf.

Losung
Ansatz fir die Gleichung der Parabel: y= ax®+bx+c

Durch Einsetzen der Punktkoordinaten von A, B und C entstehen drei Gleichungen:

AcK: also ~F=a+b+c (1)
BeK: also 1=4a+2b+c (2)
CeK: also -3=4a-2b+c (3)

Elimination von a und c:

Berechnung von a:

(2)- (3):
(2)-(1):

In diese Gleichung setzen wir b =1 ein:

4=4 also b=1.

13
T:3a+b

B -3a+1 < 3a=

Also: a=

N[N

Gleichung (2) wird nach c aufgel6st: c=1-4a-2h=1-83-2=-4

Y

Ergebnis: y = %Xz P4
g ry i
2-.
! B
\
L9 X
2 0 9. "
21 +
c f
Trainingsaufgaben

Stelle die Gleichungen der Parabeln auf, die durch diese drei Punkte gehen:
(M A(1-4); B(2|0); C(3|6) (2) A(1|O); B(2[1); C(4|—3)
(3) A(1|0); B(—2|6); C(3|1) 4) A(4|O); B(‘I|—3); C(—1|—3)

Lésungen am Ende des Textes
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Andere Aufgabenstellungen.

Es gibt Aufgabenstellungen, die von den gezeigten Beispielen abweichen. Etwa diese:

Problem 1: Gegeben sind 4 Punkte A(-2|5), B(-1]0), C(2]-3), D(1]-4).

Gesucht ist die Parabel, die durch diese Punkte geht.

Problem 2: Eine Parabel hat den Scheitel S(-1|3) und geht durch P(3]-1)

Bestimme ihre Gleichung.

Problem 3: Gegeben sind 3 Punkte.

Warum gibt es keine Parabel durch diese Punkte?

Problem 1:

Liegen diese vier Punkte auf einer Parabel? W

A(-2|5), B(-1]0), C(2]|-3), D(1]|-4)

Losung:

erhalt man vier Gleichungen mit 3 Unbekanrien
3 Gleichungen bendtigt, ist das System Jibarbestimmt.

Wenn man diese vier Punkte in die allgemeine Gleishung y = ax® +bx+c einsetzt,

Da man normalerweise dazu nur

Man I&sst also zunachst einen Punktavea stellt fir die drei anderen die Parabelgleichung

auf und macht dann fir den 4. Punk: &> Punktprobe.

AeK:
BeK:
CeK:

Elimination von a und c:

Berechnung von a:

b einsetzen:
aund b in (2):

Zwischenergebriis:

also
also
also
£053):
i) -(2):

5=4a-2b+c
O=a-b+c
-3=4a+2b+c

(1)
()
@)

5=3a+2 = 3a=3 = a=1

0=1+2+c = c¢c=-3

8=-4b = b=-2

5=3a-b

y=x"-2x-3 (4)

Uberpriifung, wb D' auch auf der Parabel liegt. Dazu setzt man seine Koordinaten in (4) ein:

Das eraibti ¢ -4 =1-2-3, und weil das eine wahre Aussage ist, liegt auch D auf K.
—
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